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CHAPITRE 7 : Oscillateur harmonique

L’importance du concept d’oscillateur harmonique vient de ce qu’il décrit le comportement

général d’un systéme a un degré de liberté au voisinage d’une position d’équilibre stable.

1. Oscillateur harmonique
1.1. Définition

On appelle oscillateur harmonique tout systéme dont le paramétre ou degré de liberté x(t) qui
le caractérise est une fonction sinusoidale du temps. Cette fonction peut se mettre sous la

forme :

|x(t) = X,, cos(wt + (p)|

v x(t) : I’élongation ou la position a I’instant t. Elle varie entre les valeurs —X,, et X,,
v' X : élongation maximale ou amplitude de I’élongation, a ne pas confondre avec
I’amplitude créte a créte qui désigne I’écart entre les valeurs extrémes (soit 2X,,,)
v' w: pulsation
v @ : phase initiale ou phase a I’origine des temps (t = 0)
v wt + @ : phase a I’instant t
La période T des oscillations est le temps mis par I’oscillateur pour revenir a une position
identique quel que soit le choix de cette position. C’est aussi le temps mis pour faire une

oscillation complete ou un “‘aller retour’’. Mathématiquement la période T est définie par :

3T/vt  x(t+T) = x(1)|

L’évolution temporelle d’un oscillateur harmonique est représentée ci-apres :

1.2. Equation differentielle
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dx(t
( d(t ) = —X,,w sin(wt + @)
x(t) = X, cos(wt + @) = { a2x (1)
\ T — X, w? cos(wt + @)
d?x(t d?x(t
= Tg) = —X,w? cos(wt + @) = —w?x(t) = © +w?x(t) =0

dt?
L’équation différentielle du mouvement est donc :

d*x 5
W+w x=0

C’est I’équation différentielle de 1’oscillateur harmonique. Les solutions sont de la forme

sinusoidale d’ou le terme harmonique. Les conditions initiales sont définies a I’instant t = 0 :

x(t=0)=xy=X,,cos @
dx(t =0)

=vy = —X,,wsin
dt 0 m (p

On peut encore écrire x(t) = X,,cos@coswt— X, sin@sinwt ou encore
x(t) = Acoswt + Bsinwt ou A et B sont des constantes a déterminer par les conditions
initiales. Cette relation est parfois pratique. En tenant compte des conditions initiales on a :
A =X, cosp =x, }
-

. Vo
B =X, sing = +Z

Vo
x(t) = xy cos wt + . sin wt

Et donc :

X =T B = |55+ (%)

B (40
tan(pz—zz—w—xo

1.3. Exemples d’oscillateurs harmoniques

1.3.1.Le pendule élastique horizontal

----- » Ressort a I’équilibre
X (ni étiré, ni comprimé

> Ressort déformé 2 un instant 7 :

. _, Allongement Al = x
P =mg
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e Systéme étudié : la masse m

o Référentiel d’étude : terrestre supposé galiléen. La masse est repérée par son abscisse
x sur un axe horizontal Ox

e Bilan des forces : la tension T = —kx1i,, le poids P = mg, la réaction R du support de
la masse.

e Principe fondamental de la dynamique : P + R + T = md

e Projection suivant la verticale (axe 0z) :

d?z

R—P=m—=0
mdt2

(pas de mouvement vertical, la masse reste sur 1’horizontale)

e Projection suivant ’horizontale (axe Ox) :

d?x
—kx = mﬁ
e Equation différentielle :
d?x
mﬁ +kx=0

En posantw, = \/k/m = wi = k/m , on obtient I’équation différentielle d’un
oscillateur harmonique. La solution est de la forme :
x(t) = X, cos(wyt + @)

La masse oscille donc indéfiniment avec une période T, des oscillations donnée par
Ty =21/ wy = 271\/k/_m.
X, @ dépendent des conditions du probléeme. On indique souvent les conditions
initiales qui sont en genéral : a ’instant t = 0, on allonge le ressort d’une quantité X,
et on lache sans donner de vitesse. Cela se traduit par :

x(t=0)=X,

%(tz 0)=v(0)=0

x(t=0)=X,= X, = X,, cos@

dx
—(t=0)=
gt=0=v
=0
U(O)=0=>0=—meosin<p=sin<p=0:>{0u
Q=T

Les solutions possibles sont donc :

p=0=X,=X, cosp =X,, = x(t) = X, cos(wyt)
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p=1= X, =Xpcosp=—X,, = x(t) = —X,, cos(wyt + 1)
Les 2 solutions sont identiques puisque cos(wyt) = — cos(wyt + ). On conserve la
1% expression qui correspond & une amplitude positive et & une expression plus

simple. Soit :

|x(t) =X, cos(wot)|

1.3.2.Le pendule élastique vertical

(.--__-_-__-_--_ -
|
||
3
R
<
E b
<
| 3

3 5 P =mg
1
1 1
W x v
(a) () ©
Ressort Equilibre Position
a vide avec une masse quelconque

Le systéme constitue de la masse m est etudié dans le référentiel terrestre galiléen. 1l y a deux
forces exterieures agissant sur le systéeme : le poids P= mg et la tension T du ressort. Avec
un axe vertical orienté vers le bas et un vecteur unitaire 1, on peut écrire :
P=mg=P=mguetT = —kAlU
> etude a I’équilibre : le principe fondamental de la dynamique donne :
P+T, =0=mg—kAl, =0

» etude en mouvement (instant t) : le principe fondamental de la dynamique donne :

P+T =ma kAL =m >
= e f— e N
ma = mg m—
L’allongement du ressort a I’instant ¢ est : Al = Al, + x
d?x d?x d?x
= mg — k(Al, +x) = mom = mg jOkAle —kx = moz= —kx = moa
d?x
= mﬁ +kx=0
Soit
d*x
W +—x=0
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L’équation différentielle obtenue pour le pendule vertical est identique a celle obtenue pour le
pendule élastique horizontal. On doit cependant remarquer que la variable x ne représente pas
la méme chose dans les deux cas :
e ressort horizontal : x correspond a I’allongement du ressort (origine prise
lorsque le ressort est ni étiré, ni comprimé)
e ressort vertical : x correspod a la position de la masse par rapport a sa position

d’équilibre pour laquelle le ressort présente déja un allongement Al,.
1.3.3.Energie mécanique pour le pendule élastique

» Cas du pendule élastique horizontal
L énergie potentielle élastique dépend de I’allongement du ressort.

1 1
EPE = Ekxz = Ek(l - lo)z

x = Al =1—-1,: Allongement du ressort

» Cas du pendule élastique vertical
L’energie potentielle est E, :%kx2 :
e L’énergie mécanique du systéme s’écrit donc :

1 gdx\? 1
E=EC+EP =§m(E) +§kx

Remarque : Il est possible de retrouver 1’équation différentielle a partir de la conservation de

I’énergie mécanique :

dE
E=cte=—=0=>-mMm——+4+2-kx—=0=>—

1 dx d*x 1  dx dx d?x ~ 0o
dt 2 dt dt? 27 dt dt N

% n’étant pas nulle il vient :

I x—0=dE g
Mgz T a2 m’* T
1.4. Etude énergétique de I’oscillateur harmonique

» Cas du pendule élastique

E—1 (dx>2+1k2
—2™\a) T2
w3 =k/m=k =mw?

gl (dx>2+1 .
—Zm dt meox
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L’énergie instantanée est 1’énergie de l’oscillateur a I’instant t. Determinons cette energie

instantanée dans le cas du pendule élastique :

1
x(t) = X, cos(wot + ) Ec =5 —mw2X2, sin(wyt + @)

dx(t
d(t ) = — X, sin(wyt + @)

1
Ep = ZmouoX2 cos?(wot + @)

L’énergie mécanique s’écrit alors :

1 1
E=E;+Ep = Emon2 sin?(wot + @) + = 5 MW 2x2 cos?(wyt + @)

1 1
E= Emon2 [sin?(wot + @) + cos?(wot + @)] = —ma)o —kX2

L’énergie mécanique de ce systeme conservatif ne varie pas au cours du temps :

mécanique est une constante du mouvement. 1l y a échange continuel d’énergie entre 1’énergie

potentielle et 1’énergie cinétiqgue comme le montre le graphe suivant :

A
1

oS S S - S - = ——
5 T

m

0]

0] To/4 To/2 3Tu/4 To
e Cet échange continuel se traduit par le fait que :
v lorsque Ep est maximale alors E est nulle et minimale,

v lorsque E, est maximale alors Ep est nulle et minimale

e Les énergies potentielle et cinétique oscillent avec une période égale a la moitié de la

période propre T, des oscillations

e On peut déterminer les valeurs moyennes temporelles ces énergies :

T), 2 2T

1 (T 1 ("1 1 T
< Ep >= Tj- Epdt = —f — kX2 cos?(wot + @) dt = —=kX2, f cos?(wot + ) dt
0 0 0

1
< Ep>= ZkX,Zn

T

1 (7 1 (71 _ 1 T
<E.>= Tf Eqdt = Tf —kXZ sin?(wot + @) dt = —=kX2 f sin?(wot + @) dt
0 0 0

2 2T

1
< EC >= kawzn
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1 (T 171
<E>=—f Edtz—f —kXZdt——szf dt——kX2
T 0 T 0

1 2
< E >= Eka

On voit bien que :

1 1
< E; >=<Ep >=E<E>=ka’2"

1.5. Représentation de Fresnel

1.5.1.Définition du vecteur de Fresnel
On considére un signal sinusoidal s(t) = X,,, cos(wt + ¢) auquel on associe un vecteur
appelé vecteur de Fresnel qui a une norme égale a X,, et qui fait, a I’instant t, I’angle
wt + @ avec I’axe des abscisses.
Ce vecteur tourne autour de I’origine a la vitesse angulaire w. On note S le vecteur de Fresnel
associé au signal s(t).

1.5.2.Vecteur de Fresnel du signal dérivé

ds(t) _ yis
Tl —Xposin(wt + @) = X,,w cos (wt + ¢+ E)

L’amplitude de % est égale a ’amplitude de s(t) multiplié par w et sa phase initiale est
égale a la phase initiale de s(t) augmentée de % . Ainsi :
Le vecteur de Fresnel associé a % s’obtient a partir du vecteur de Fresnel associé a s(t)
en effectuant les opérations suivantes :

e On tourne le vecteur d’un angle % dans le sens trigonométrique

e On multiplie la norme du vecteur par w.

Le vecteur de Fresnel relatif a % sera noté DS . Si on dérive le signal par deux fois, on tourne

le vecteur d’un angle 7 et on multiplie sa norme par w?. Ainsi le vecteur de Fresnel D,S

I
associé a —" est :
dt

D,S = ~w?DS
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Cette relation n’est autre que 1’équation différentielle de 1’oscillateur harmonique de pulsation

propre w dont le signal sinusoidal est solution.

Y A

1 5%
@

wt + @

5%

@
1.6. Portait de phase
1.6.1.Définition

. df .
> C’est la représentation dans le plan [0, f (x)#j lorsque t varie.

» On appelle point de phase, un point P figuratif dont les coordonnées a un instant donné

df (t . : _ . o
t sont [ f (t)d—E)j Lorsque t varie, le point P décrit une courbe appelée trajectoire

de phase.
» On appelle portrait de phase, I’ensemble des trajectoires de phase lorsque les

conditions initiales varient.

1.6.2.Portrait de phase d’un oscillateur harmonique (X,%)

11 suffit d’écrire 1’équation liant x et % =V

x2(t
x(t) = X,, cos(wgt + @) = cos?(wyt + @) = X(Z ) \|
m
dx(t) 4
dx(t) . . I
T —Xmwo sin(wyt + @) = sin?(wot + @) = (w‘é};l }

(&)
, el
N X N dt 1

2 2 2
Xm a)OXm
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C’est ’équation d’une ellipse de centre 2(0,0) de demi-axe X,,, et X,,,w, dans le plan [x%)

A9
dt
ma)O
\‘sem‘ d'ecoulement du temps
>
—X X, X
_‘)(ma)O /

dx(t)

Lorsque t augmente, x(t) augmente vers sa valeur maximale X, et TR diminue vers 0.

Remarque : la trajectoire d’'un mouvement périodique est toujours ferme et symétrique par

rapport a ’axe (Ox) et parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre.

1 dx
1.6.3.Portrait de phase d’un oscillateur harmonique x,—d—

@, dt

De I’équation de I’ellipse précédente ona :

> —_— 2
Xt =1:>x2+(i%j _ X2

X2 a2 X2 w, dt

C’est ’équation d’un cercle de centre Q(0,0) et de rayon X,,.

Aldx

@, dt

L’énergie est la méme pour tous les points du cercle. Plus 1’énergie augmente, plus le rayon

du cercle est grand.
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